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FORMULA W: UMA ALTERNATIVA PARA CALCULAR A
COORDENADA Y DO VERTICE DA PARABULA

Wilton Sturm?

Resumo. O presente texto tem como objetivo relatar a pesquisa acerca de uma férmula alternativa
para 0 célculo da coordenada y do vertice de uma funcdo de segundo grau. Paralelamente ao

.. . A . . P . .
tradicional calculo Yv = — oo Investiga-se a formula Yv=0,5.b.Xv+c. Por meio da revisdo

bibliografica, buscou-se verificar como a férmula tradicional de calculo da coordenada Y do
vértice das parabolas é demonstrada, contemplando estatisticas dos erros mais comuns cometidos
pelos estudantes. Para testar a eficidcia da férmula alternativa foi aplicada uma atividade/teste
junto a classes de estudantes de primeiros semestres de cursos da Faculdade de Tecnologia de
Itu, comparando diferentes modos de se determinar o valor de Yv. Os resultados da atividade/teste
indicam que além de facilitar os célculos, a formula alternativa aponta para uma diminui¢do do
nimero de erros.

Palavras-chave: Vertice; Parabola; Funcdo de Segundo Grau; Méaximos e Minimos

Resumen. Férmula W: una alternativa para calcular la coordinada Y del vértice de la
pardbola. El texto tiene como objetivo relatar a la pesquisa sobre una férmula alternativa para
el calculo de la coordenada Y del vértice de una funcién de segundo grado. Paralelamente al

tradicional céalculo Yv = —ﬁ, se investiga la formula Yv=05.b.Xv +c. Por medio de la

revisién bibliogréafica, se busca averiguar como la férmula tradicional de célculo de la coordenada
Y del vértice de las parabolas es demostrada, contemplando estadisticas de los errores mas
comunes cometidos por los estudiantes. Para comprobar la eficacia de la férmula alternativa,
fue aplicada una actividad/teste junto a las clases de estudiantes de los primeros semestres de
los cursos de la Facultad de Tecnologia de Itd, comparando diferentes maneras de determinar
el valor de Yv. Los resultados de la actividad/teste sefiala que ademas de facilitar los calculos,
la formula alternativa lleva para una disminuciéon de nimeros de errores.

Palabras clave: Vértice; Pardbola; Funcién de Segundo Grado; Maximos; Minimos.

Abstract. Formula W: an alternative to calculate the Y coordinate of the parabola vertex.
The present text aims to report the research of an alternative formula for calculating the
coordinate and vertex of a second degree function. In parallel with the traditional calculation

Yv = —ﬁ, investigate the formula Yv =0,5.b.Xv +c. Through the literature review, sought to

verify how the traditional formula for calculating the Y coordinate of the vertex of parabolas
is demonstrated, contemplating statistics of the most common errors by students. To test the
efficiency of the activity alternatively formulated for a class of students of the first semesters
of courses at the Faculdade de Tecnologia de Itu, comparing different ways in value Yv. The
activity/test results indicate that in addition to facilitating the calculate, the alternative formula
points to a decrease in the number of errors.

Keywords: Vertex; Parable; Second Degree Function; Maximums; Minimums.
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1 Introducéo

Quando se trata de calculos envolvendo fungdes de segundo grau e potenciacdes, uma
parcela consideravel de estudantes comete erros em contas relativamente simples. S&o notadas,
em especial, confusdes que acontecem em operacdes basicas que envolvem expoentes e
nlimeros negativos. Os estudantes se apoiam no que chamam de regras, do tipo “menos com
menos d4 mais”, normalmente usadas sem critérios ou quando ou ainda por que usar. E neste
contexto que se insere o0 presente artigo, que tem como objetivo apresentar uma férmula
alternativa para o célculo da coordenada Y do vértice das parabolas, com vista a diminuir o
indice de erros.

Para atingir o objetivo proposto, as técnicas utilizadas foram a pesquisa
bibliografica e uma atividade/teste aplicada junto a estudantes dos primeiros semestres de
cursos da Fatec Dom Amaury Castanho, situada na cidade de Itu, estado de Sao Paulo. O artigo
foi dividido em duas partes. A primeira discute o estado da arte do tema; ou seja, a
caracterizacdo e a formula tradicional de calculo da coordenada Y do vértice das funcGes
quadréticas, contemplando erros comuns cometidos pelos estudantes. A segunda parte
apresenta a férmula alternativa de calculo e resultados que indicam a diminuicéo do indice de

erros de calculo por parte dos estudantes.

2 O vértice da func¢ado de segundo grau

Quando se representa o grafico de uma funcdo de segundo grau (considerando aqui o
Dominio como sendo o0 Conjunto dos Numeros Reais), um ponto importante é aquele chamado
Vértice, que se relaciona com um eixo de simetria vertical e com o Maximo ou 0 Minimo da

pardbola. Em qualquer livro texto de matematica, quando se trata do vértice de uma parabola,

£ ~ b A
as formulas apresentadas séo Xv = — 7o € Yv=— v

Nestes calculos, o estudante pode cometer o erro relacionado com o mal uso do sinal de
menos no célculo do Xv. O sinal de menos pode ser um vildo também para se obter o Yv, ja
que aparece na frente do delta. A obtencdo do Yv também oferece outras “armadilhas”, como
no momento do célculo do proprio delta: conforme os valores de a, b e ¢ na funcdo, uma parcela
de estudantes faz confusdo na multiplicagdo “-4.a.c”, especialmente quando a ou c € negativo.
Ou entéo se confundem no momento de elevar um possivel valor negativo de b ao quadrado.

Uma possibilidade interessante para o calculo de Yv &, ao invés de usar a formula Yv =

A . ~ - ,
—o simplesmente colocar o valor de Xv na funcdo. Se o valor de x utilizado é coordenada do
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vertice, o correspondente Y também serd. Neste caso, € preciso considerar que a formula €
recursiva, ja que existe a necessidade de que o valor de Xv seja previamente conhecido. A
colocacéo do valor de Xv na funcéo pode ser vantajosa especialmente se o valor for um numero
inteiro. Em geral, esta ideia leva a contas mais simples e menos sujeita a erros. Mesmo assim,
algum coeficiente negativo (especialmente o coeficiente “a”) pode levar a algum erro.
Um exemplo bastante comum pode ser ilustrado com a fungéo
(1) Y=-x>+6x+5
A coordenada x de seu veértice € 3. Ao substituir o namero 3 na funcdo tem-se:
Y=-32+63+5
Y=-9+18+5=14
No entanto, muitos estudantes erram na potenciacao, fazendo:
Y =+9 +18 +5 =32

. " , b
Em geral, os livros textos de matematica apresentam as férmulas Xv = - Yv =

— ﬁ, como pode ser percebido em Silva e Abrdo (2008), Silva e Machado (2010) e em lezzi e
Murakami (2013). Entre os que apresentam demonstracfes, sdo0 mostradas substituicdes

. b ) : .

algébricas de — S em Y =ax? + bx + ¢, como é o caso de Piovesana (2009), que toma a média
, . . e b ~

das raizes para calcular Xv e, a seguir, usa algebricamente a substituicdo de — S ha funcéo e

conclui que Yv = —f—a, Basicamente 0 mesmo processo é feito por Giovanni (1992) e Fugita

(2009).

Os autores mencionados nao ilustram a possibilidade de colocar o nimero obtido como
Xv na funcgdo. Essa interessante op¢do de apresentar e explorar o método de colocar o valor
numérico da coordenada X na funcdo é feito por Murolo e Bonetto (2012), que mostra um
exemplo de funcdo quadratica com a Receita para a venda de sapatos (R) relacionada com a
quantidade comercializada dos cal¢ados (q) e escreve que qv (que faz o papel do Xv) é a média
aritmética das raizes e entdo substitui o valor obtido na fun¢do R. Somente apds outro exemplo

na mesma linha, as formulas tradicionais sdo citadas.

2.1 Erros comuns em Potenciacfes

Entre os erros mais comuns em calculos envolvendo funcgdes de segundo grau existe o
caso da potenciagéo, ou seja, no momento de se elevar ao quadrado. Um exemplo ocorre quando
o estudante multiplica por 2 ao invés de elevar ao quadrado: 32 = 6. Com igual ou maior

frequéncia ocorrem problemas envolvendo sinais: -5% = 25.
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Uma pesquisa realizada com estudantes do Ensino Fundamental Il, cujo objetivo era
avaliar erros em operagdes com potenciagdo, mostrou que a questdo -2* foi uma das que
apresentou o maior indice de erros: 77% (RODRIGUES; VITELLI; VOGADO, 2013, p. 5). Os
autores destacaram, mais especificamente, o calculo incorreto -24 = 2.2.2.2 = 16 e comentaram
que, neste caso, 0 estudante demonstrou conhecer o conceito de poténcia, mas que, a0 ndo
incluir o sinal negativo no resultado, enquadrou-se na categoria “erros relacionados a técnica
da regra de sinais” (RODRIGUES; VITELLI; VOGADO, 2013, p. 7). Vale destacar que esse
tipo de erro é justificado incorretamente por estudantes com a frase “todo nimero ao quadrado
ou qualquer expoente par da positivo”.

De acordo com Paias (2009), outra pesquisa, desta feita envolvendo estudantes da 82
série e do 1° ano do Ensino Médio, na resolugio da conta -62, cerca de 57% dos estudantes da
82 série e 63% daqueles do 1° ano do Ensino Médio responderam 36 (pp. 126-127). A autora
destaca que “grande parte dos alunos, ndo tem o dominio da concepc¢do sobre a operacao
potenciacdo; decorrendo disso, muitos a entendem como multiplicacdo” (PAIAS, 2009, p. 201).
N&o é incomum, portanto, que tais erros se repitam no momento de aplicacdo de férmulas das

coordenadas do vértice.

3 Uma féormula alternativa

O ponto de partida € a hip6tese de que a férmula 0,5. b. Xv + ¢ equivale ao valor de Yv,
e se constitui em uma alternativa valida para o calculo da coordenada Y do vértice da parabola.

A opcao de usar o numero 0,5 supde uma possivel facilidade no uso da calculadora, muito

. . b.X . . , i ~
embora seja perfeitamente correto escrever TV + c. A primeira etapa € substituir numa funcao
b
geral (Y = ax? + bx + ¢) o valor Xv = — —o0que resulta em:
b? b
—a(—)+b(——)+
Y=a(R (g ve
Assim, Y = (-2 b
=(—) - (—) +
ssim, ( 4.a ) ( 2.a ) ¢
. b?
Edai, Y=——+cC
4.a

A partir deste ponto é possivel tomar dois caminhos. Um deles permite chegar a formula

mais conhecida e relatada nos livros textos, multiplicando o numerador e 0 denominador do

P . . b2 4a. -b? + 4a.
ualtimo termo por 4.a, cujo resultado fica Y = -t % . Portanto, Y = %, 0 que
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b%2- 4.a.c)

equivalea Y = = o @ dai é obtida a formula Yv = —f—a. O outro caminho é, partindo

. b? b2 .. . b b
tambémde Y =— TG desmembrar o termo — e obter a multiplicacéo E'( — ;). Como

2
entre parénteses tem-se o valor de Xv, pode-se deduzir que —% = g.(Xv). Considerando o

acréscimo do valor de c, obtem-se Yv = g.(Xv) +couYv=0,5bXv+c.

Anteriormente foi citado o numero de erros envolvendo a potenciacdo. Com a Formula
alternativa, doravante chamada Férmula W, esse tipo de erro praticamente desaparece, tendo
em vista que ela ndo é quadratica. Além de nao apresentar termo elevado ao quadrado, também
n&o tem sinal negativo. Partindo da ilustracio anterior, que considerou a fungdo (1) y = - x* +
6x + 5 e a coordenada x de seu Vvértice igual a 3, se for usado a formula W, tem-se Yv = 0,5.
6.3 +5=9+5=14. Ou seja, 0s equivocos citados tendem a diminuir?.

3.1 Metodologia

Com o intuito de comprovar a tese, a Formula W foi aplicada junto a turmas de Primeiro
Semestre de cursos superiores da Fatec Dom Amaury Castanho, situada na cidade de Itu, estado
de Séo Paulo, por meio de uma atividade/teste que contou com a participacdo de dois grupos
de estudantes. O primeiro, denominado grupo 1, composto por estudantes do Curso Superior de
Tecnologia em Mecatr6nica Industrial, que ndo tinham visto o conceito de vértice da funcédo de
segundo grau no Curso. O segundo, denominado grupo 2, formado por estudantes do Curso
Superior de Tecndlogo em Gestdo da Tecnologia de Informacdo e do Curso Superior de
Tecnologia em Analise e Desenvolvimento de Sistemas, que tinham visto o conceito de vértice
da funcéo de segundo grau no Curso a partir da disciplina Matematica Discreta de uma a duas
aulas antes da aplicagéo da atividade/teste.

Na atividade/teste, os estudantes deveriam calcular as coordenadas do vértice de
diversas funcdes, do tipo Y= ax? + bx + ¢, que foram separadas em 3 listas, equivalentes em
termos de dificuldades, cada uma com 4 funcdes, e elaboradas de modo a apresentarem uma
gama variada de sinais de a, b e ¢ (Anexo 1). Em todas as fungdes, o Xv deveria ser obtido

: . b .. MR < : , .
mediante a formula Xv = — o Ja em relagéo a obtencéo de Yv, na lista 1 o calculo deveria ser

feito utilizando a Formula tradicional (Yv = —ﬁ); na lista 2, o valor de Xv deveria ser

substituido na funcéo; e na lista 3, os estudantes deveriam usar a Formula W (Yv=0,5.b. Xv

2 Com a ressalva de que o procedimento é recursivo, pois depende de célculo prévio do Xv.
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+ ¢). Como nem todos os estudantes tiveram contato recente com fungdo de segundo grau,
juntamente com a apresentacdo da atividade/teste que seria realizada, foram feitas

recomendacdes, seguidas de alguns exemplos (Anexo 11) 3.

3.2 Resultados alcancados

Os resultados foram analisados com 2 focos. No primeiro foram considerados e
apresentados, de modo simples e direto, tdo somente o numero de acertos e erros de Yv. No
segundo, foi analisado de modo mais detalhado, a relagéo de acertos e erros de Yv com acertos
e erros de Xv, levando-se em conta que, das 3 maneiras para se obter Yv, duas delas sdo
recursivas, o0 que poderia sugerir uma influéncia do acerto de Xv na obtencéo correta de Yv. A
experimentacdo indicou que o indice de erros com a formula W foi muito menor.

3.2.1 Numero de acertos e erros de Yv

No grupo 1, 32 estudantes participaram da atividade/teste. Trés deles ndo
responderam todas as listas, o que gerou nudmeros ligeiramente diferentes, quando
comparados os totais respondidos por listas, dai a inclusdo de uma linha indicando a
porcentagem de erros no Quadro 1. Em relacédo a lista 1, os 32 estudantes responderam, mas
trés deles ndo calcularam o Xv, de tal sorte que foram considerados/contabilizados dentro dos

81 acertos e dos 47 erros no valor de Yv, como ilustram os dados da Quadro 1. Na correcdo das

atividades, dois casos do tipo Yv = ﬁ foram considerados corretos, enquanto dois casos do

tipo gforam considerados incorretos. Na lista 2, 30 estudantes responderam e foram

computados 70 acertos e 50 erros. Na lista 3, 29 estudantes responderam e foram computados
95 acertos e 21 erros. No grupo 1, portanto, o nimero de acertos de Xv na lista 3 foi maior que

nas demais listas.

Quadro 1 — Numero de acertos e de erros no calculo Yv grupo 1, grupo 2 e total

GRUPO 1 GRUPO 2 TOTAL
LISTAL1|LISTA2[LISTA3|LISTAL1[LISTA2|LISTA3|LISTA1|LISTA2]|LISTA3
NUMERO DE ACERTOS (A) 81 70 95 101 84 125 182 154 220
NUMERO DE ERROS (B) 47 50 21 75 84 51 122 134 72
TOTAL (C) 128 120 116 176 168 176 304 288 292
A/C (%) 63,28 58,33 81,90 57,39 50,00 71,02 59,87 53,47 75,34

Fonte: Elaboragdo propria (2022).

No grupo 2, 51 estudantes participaram da atividade/teste. Apenas na lista 1 houve um

caso de estudante que nédo respondeu. Alguns estudantes tiveram seus resultados descartados, a

3 Cabe destacar que no grupo 1, alguns estudantes manifestaram verbalmente, e de modo espontineo, uma
preferéncia pela Férmula Tradicional, por terem visto a mesma no Ensino Médio.
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maioria por ter deixado em branco e outros por terem feito calculos que ndo foram pedidos. A
lista 1 foi trabalhada por 50 estudantes, sendo que dois ndo calcularam o Xv, cujos resultados
de Yv estdo dentro dos 101 acertos e dos 75 erros no valor de Yv, como mostram os dados do
Quadro 1. Um estudante calculou apenas o Xv e outros 5 tiveram seus resultados descartados.
Na lista 2, dos 51 estudantes, 9 tiveram seus resultados descartados. Dentre os considerados,
houve um empate: 84 acertos e 84 erros. Na lista 3, sete estudantes tiveram os resultados
descartados e o placar foi 125 acertos e 51 erros. Cabe destacar que neste grupo o nimero de
acertos na lista 3, que usa a Formula W, também foi maior tanto entre os estudantes que haviam

visto 0 conceito de vértice, quanto entre aqueles que ndo haviam visto.

3.2.2 Relagéo de acertos e erros de Yv com acertos e erros de Xv

Como pode ser visto no Quadro 2, entre os estudantes que acertam tanto o valor de Xv
guanto o de Yv, os numeros referentes as listas 1 e 2 estdo proximos tanto no grupo 1 quanto
no grupo 2, enquanto na lista 3 este nimero € maior; um indicio de que a Formula W ¢é mais
eficaz. Esta eficécia se revela também quando se comparam aqueles que apesar de acertarem
Xv erram o valor de Yv: enquanto nas listas 1 e 2 0s nUmeros estdo proximos, na lista 3 os erros
de Yv caem para menos da metade. Em outras palavras, dentre aqueles que acertaram Xv, 0

indice de acertos de Yv foi maior quando usada a Férmula W.

Quadro 2 — Resultados da atividade/teste grupo 1, grupo 2 e total

GRUPO 1 GRUPO 2 TOTAL
2 Y LISTAL1[LISTA2(LISTA3[LISTAL|[LISTA2(LISTA3|LISTAL1|[LISTA2|LISTAS3
Certo Certo 66 68 95 87 83 124 153 151 219
Certo | Errado 35 34 10 41 49 20 76 83 30
Errado | Certo 9 2 0 10 1 1 19 3 1
Errado | Errado 6 16 11 30 35 31 36 51 42

Neste quadro ndo foram contabilizados os estudantes do grupo 1 que ndo calcularam o Xv e os estudantes do
grupo 2 que foram descartados. Fonte: Elaboragdo propria (2022).

Por ter um procedimento ndo recursivo, dentre aqueles que erraram Xv, 0 esperado era
que a lista 1 apresentasse um numero superior de acertos da coordenada Y, o que de fato
aconteceu, conforme pode ser visto no Quadro 2. Como era de se imaginar, o estudante que erra
Xv mas que acerta Yv € praticamente nulo nas listas 2 e 3 (dois estudantes no grupo 1 e dois no
grupo 2), pois o célculo Yv dependeu do correto valor de Xv. Como ilustram os dados do
Quadro 2, na lista 1 esse numero nao é desprezivel (nove e dez estudantes nos grupos 1 e 2,

respectivamente). No entanto, o numero de estudantes que erraram ambas as coordenadas séo

. , . . ~ , A
muito proximo nas 3 listas, 0 que néo aponta para a possivel vantagem da conta — .
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4 Consideracdes finais

Este texto teve como objetivo apresentar uma formula alternativa para o célculo da
coordenada Y do vertice das parabolas, entendida como eficaz na reducéo do indice de erros
dos estudantes para este tipo de calculo. A revisao bibliografica demonstrou que os erros mais
comuns dos estudantes em célculos com fungbes de segundo grau envolvem potenciagéo,
inclusive relacionados ao mal uso da regra de sinais.

Ap0s apresentar uma formula alternativa para o célculo com fungées do segundo grau,
foram apresentados os resultados de uma atividade/teste aplicada junto a estudantes de cursos
da Fatec Dom Amaury Castanho, acerca de diferentes modos de se determinar o valor da
coordenada Y do vértice da funcdo do segundo grau. A conclusdo foi que seria perfeitamente
possivel ter uma indicacdo da eficacia da formula alternativa, ja que o nimero de acertos no
calculo das coordenadas do vértice foi maior quando ela foi utilizada. A vantagem da férmula
alternativa em relacdo as demais maneiras de se obter Yv reside no fato de que ela ndo possui
termo elevado ao quadrado, tampouco sinal de menos. E importante pontuar, no entanto, que a
Férmula W ndo é imune a falhas. Caso o valor de b e de Xv sejam negativos, por exemplo, é
de se esperar que a chance de algum equivoco aumente.

Na aplicacdo da atividade/teste ndo foi exigido dos estudantes que se identificassem.

Em razéo disso ndo foi possivel correlacionar se o aluno que acerta Xv e erra Yv na lista 1
. A . . .
(onde foi usada Yv = — E)’ acerta mais vezes o Yv na lista 3 (onde foi usada Yv=0,5. b . Xv

+ ¢). Também néo foi possivel identificar os estudantes que erraram Xv e, consequentemente,
Yv na lista 3 e verificar seus indices de acertos de Yv na lista 1. Estas investigacdes podem
indicar o quanto o uso da formula W é mais ou menos eficaz para o estudante que acerta Xv e
como 0 mesmo se saira usando diferentes férmulas para determinar Yv, questfes propicias para

um aprofundamento da pesquisa.
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ANEXO |
ATIVIDADE/TESTE APLICADA

Lista 1 - Calcule Xv fazendo Xv = ;—b e Yv fazendo Yv :;—A (Lembre-se que A = b%>—4.a.c).
a a

a) y=-xX>+12x +2
b) y= x?+20x—1
c) y= x*-6x+13
d) y=-3x%-6x-3

Lista 2 - Calcule Xv fazendo Xv = ;—b e Yv substituindo o valor obtido de Xv na fungéo.
a

Q) y=-x*+14x +4
b) y=x>+8x—1
C) y= x2-4x+11
d y= -2x*-4x-2

Lista 3 - Calcule Xv fazendo Xv = ;—b e calcule Yv fazendo Yv=05.b. Xv+c
a

a) y=-x>+16x+3
b) y=x?+10x—-1
c) y= x*-8x+18
d) y= -4x*-8x-4
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ANEXO II
RECOMENDACOES/EXEMPLOS

Caro estudante, obrigado pela participacdo nesta atividade/teste. Quando se trabalha

com a parabola, em uma funcéo de segundo grau, € comum a preocupacdo em se obter as

coordenadas de um ponto chamado vértice. Um passo importante é determinar os valores de a,

b e ¢, lembrando que as fungdes sdo do tipo Y= ax? + bx + c. Por exemplo, na fungdo Y = - x?

+22x +5,tem-sea=-1;b=22;c=5.Enafuncioy = 4x*>-6x—9,tem-sea=4;b=-6;c=

- 9. O teu trabalho sera calcular as coordenadas seguindo as sugestdes contidas em cada folha.

O célculo da coordenada X sera sempre igual. O uso da calculadora é sugerido! Nota-se que

, -b . . )
tem a formula Xv = P 0 que resultaria, no caso dos exemplos descritos anteriormente, em:
a

)] funcio Y = -x?+22x+5  Xv=

, 0u seja, Xv =11

)  funcioy= 4x>-6x-9 Xv= _5_46) ,ouseja Xv= g ou 0,75

Em cada lista, o calculo da coordenada Y sera diferente! Na lista 1, pede-se o uso da formula

Yv = ;—A (sendo A = b? —4.a.c). Veja como ficaria no caso dos exemplos:
a

) funclo Y =-x? +22x + 5
A=222_4(-1)5=504 e dai: Yv= =504 _ 126
4.(-1)
)  funcloy = 4x?-6x—9

A=(-6)>—4.4.(-9) =180 e dai: Yv= % =-11,25

Ja nalista 2, Yv é obtido quando Xv é substituido na funcéo. Veja os exemplos:

) funcio Y =-x?+22x+5
ComXv=11tem-se Y = -112+22.11+5=126
I)  funclo Y = 4x%-6x-9
Com Xv=0,75tem-se Y = 4.0,75%-6.0,75-9="-11, 25
E na lista 3, deve se usar a formula Yv = 0,5. b . Xv + c¢. Veja os exemplos:
) funcio Y =-x?+22x + 5
Com Xv=11tem-se Y = 0,5.22.11 +5=126
)  funcio Y = 4x?-6x-9
Com Xv=0,75tem-se Y = 0,5.(-6).0,75-9=-11, 25
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